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Variavel aleatoria

QQ &€ o0 espago amostral de um experimento aleatorio. Uma variavel
aleatoria, X, € uma funcédo que atribui um numero real a cada resultado
em Q.

Exemplo. Retira-se, ao acaso, um item produzido de um lote de seis unidades.
Variaveis:
X: Numero de defeitos no item selecionado.

Y: Tempo de vida do item (em h).
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O espaco amostral associado a este experimento aleatorio é
L= AQCQNU.: uamw

Os possiveis valores da variavel X sado 0,1,2,..., e 0s possiveis valores
da variavel Y sao os numeros reais nao negativos.

Classificacao:

*Variaveis aleatérias discretas. O conjunto de possiveis valores é finito
ou infinito enumeravel.
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*Variaveis aleatérias continuas. O conjunto de possiveis valores é
infinito ndo enumeravel (um intervalo, por exemplo).

No exemplo acima, X é discreta e Y € continua.

Variaveis aleatodrias discretas (VAD)

X & uma VAD com possiveis valores no conjunto Ry. Uma funcéo f(x) &
uma fungao de probabilidade se

()0< f(x) <],
(i) P(X =x)=f(x), xRy e

(i) >, f(x)=1.

X;€Ry

Exemplo. Um lote de um certo produto € formado por 35 itens, sendo
21 itens do tipo H e 14 do tipo M. Uma amostra de 3 itens sera formada
sorteando-se, sem reposicao, trés itens do lote. Qual a probabilidade
de encontrarmos na amostra pelo menos dois itens do tipo M?

Definimos X como o numero de itens do tipo M na amostra.




Espago amostral Probabilidade X
HHH = oo 0
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35 34 33
X 0 1 2 3
P(X=x) 0,203 0,450 0,291 0,056

Assim, P(X>2)=P(X =2)+P(X =3)=0,291+0,056=0,347.

Exemplo. A demanda diaria de um item é uma variavel aleatoria discreta

com a funcao de probabilidade
2
wﬁb”&vnﬂ 5 &”HuNuqu.

(a) Determinar a constante C.
(b) Calcular P(D > 2).

Solucéo. (a) Para que P(D = d) seja uma funcéo de probabilidade,
devemoster (i)C>0¢e
(iP(D=1)+P(D=2)+P(D=3)+P(D=4)=1.Ou segja,
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logso, P(D=d)=—: d=1234
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Funcao de distribuicao acumulada de uma VAD

Funcao de distribuigdo acumulada (FDA)

X é uma VAD com valores em Ry = {X4,X5,...} € funcdo de probabilidade
f(x) = P(X =x). Para qualquer x, a FDA de X, denotada por F(x), € definida
como

F(x)=P(X = x)= M\QL = MEN =Xx,), emque x,eR,.
Exemplo. Uma variavel aleatéria X tem funcao de probabilidade

1/15, se x=1
f(x)—P(Xx —x)—<//15 se x_) 3

0, CC

Determinar F(x).

Sex<l, HFx)=P(X=x)=0.

Se x=1, EcuwcmmcuMw@uiuw@ucu\eu%.

x;<1 ﬂm
Sel<x<2, w@vnw@ms”Mw@nﬁnw@ncnw.
| 7 3
Se x=2, F()=P(X<2)=) P(X=x)=P(X=D)+P(X =2)=—+—=—.
e 15 15 15
8

Se2-1-3 w@vuw@msuMw@uﬁuw@uc%@uwvJlm.

Se x=3, F(3)=P(X<3)=) P(X=x)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)

x,<3

Sev>3 E)=P(X-x)-> PX=x)=P(X=1)+P(X=0)tP(X -3} |

X; Sx




Observacéo.

Se x €[1,2),entdo F(x)=F(l);
sex €[2,3),entdo F(x)=F(2).
Emgeral, sex €[x, x,,,), entdo F(x) = F(x,)

sendoquex, e x,,,sdo elementosde R .

Flx)

Logo, a FDA é dada por /

-

0 se x<l 14
1/1 =

e | S
815 se 1 3

L se x>3

\
1715+ ]
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Propriedades da funcao de distribuicdo acumulada

X é uma VAD

1. Para todo x, 0< F(x) < 1.
2. F(x) € uma fungao monaotona n&o decrescente.

5 lim F(x)=0 e lim F(x)=1

X > @ X—> =400
4. Se Rx = {X4, X2,......}, em que X1<x2<..., entdo
.Rx_v = _UAX - va = _HAX_V = _HAX_LV.
5. Se a e b sio tais que a<b, entao
() B(X =a)=Fla)

() P(X z2a)=1-P(X <a)

(iti) P(a< X =b)=F(b)— F(a),

(W)Plas X <b)=Fb)-F(a)+P(X =a) e
(viBP(a< X -b)=FE(bD)-F(a)P(X = D)




Exemplo. A variavel aleatéria X tem funcao de distribuicdo acumulada
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Determinar

(@P<X<3) (hHP(X>2) c (c) flx)
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Usando a propriedad e 5(iii) da FDA :

(@Pl<X=<3)-FO3) F(H=-11/2-1/2,
(b) Propriedad € 5(1) da FDA :P(X 22)=1-P(X <2)=1-F(1) =1-1/2 =1/2.
(c) Da FDA tem -se que R, ={0,1,2,3}.Pela propriedad e 4 da FDA,
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Variaveis aleatérias continuas (VAC)

Func&o densidade de probabilidade

Uma fungdo f(x) € chamada funcdo densidade de probabilidade de uma
VAC X se

1./(x)20 paa todo =x

2. w\ﬁxv&x =1,

3. Se A=Ilra<x-Dpb! entio P(A)=P(a- X = b)=| [(1)dx.

Q C— o

Exemplo. O tempo de produgdo de um componente (em minutos) € uma variavel
aleatodria X com funcao densidade
5-x
f =3 4

0, caso contrario.

se 2=x=4,

Verificar se f(x) € uma funcdo densidade de probabilidade e calcular a probabilidade
que o tempo de produgao de um artigo escolhido ao acaso seja menor do que 3
minutos.

Primeiro notamos que f(x) > 0, para todo x. os

0z -

Falta verificar a condi¢céo (2), ou seja a area or
sob o gréfico de f(x) deve ser igual a 1. o

0s -

1)

0.+ —
03 -
02 -
01 -

oo -

4

0 2 e L
|._M0\AXVXI|._MO x+.w.% x+u_. RIM% X|Mﬁxlwv?ml.

A probabilidade de que o tempo de produgao de um artigo escolhido ao acaso
seja menor do que 3 minutos é a probabilidade do evento A = {x; x < 3}, ou se€ja,

P(A4)=P(X <3)= ?@v%u ?&Lwaév%uwava um.

2

14




Observacao. Se X € uma VAC, entao

(1) P(X =x)=0, para todo x,
(i)Pla< X <b)=Pla<X <b)=Pla= X =b)

=P(a< X <b), para todos aebcom a<b,
(1) P(X <a)=P(X <a), para todo a.

Funcéo de distribuicdo acumulada. X é uma VAC com funcdo densidade
f(x). A funcao de distribuicdo acumulada (FDA) de X é

F(x)=P(X = x)= _.\Qv&? para todo x.
Obs. Se X é um tempo de vida, utilizamos a funcdo de confiabilidade
(reliability function): R(x) = P (X > x) = 1 — F(x).

Exemplo. Uma variavel aleatéria X tem funcédo densidade

5—x
)= 4

0, caso contrario.

, 58e)sxed
Determinar F(x).

Sex<2, f(x)=0:logo Fix] =0.

Se J=x <1
x 2 15 G- 9.(5
F(x) u.h\s& uho&@iﬁ| = - - .

Se x4

F(x) = ?S& = :S&L\S& L\s& =1,

/IJ\|

0 1 0

—

1.0

Logo,a FDAde X é

0.8

-

0, se x-=2 G

2 .

ﬁC&HAo Amm x) se 2=x<4 H
1 se x4 o




Observacao.
A FDA de X permite o calculo de probabilidades de eventos da forma

E = {x; a<x<b}, coma<b.Isto é,
P(E) = F(b) — F(a).
Exemplo. Considere a FDA abaixo. Obtenha P(X <3) e P(3 <X < 5).

( 0, se X <2,
2
ﬁC&HAo Gm 4 e D= x= 4
1, se x4
Solucéo.
| 3 6 5

P(X = 3)=F (3 = - =

b v Amvnwﬁmv|wﬁwqu|M|uM|
Propriedades

1. 0<F(x)<1, paratodo x.
F(x) é uma fungdo monaotona nao decrescente.

2
3. F(x) € uma fungao continua para todo x.
4. lim F(x)= lim % F()dt =0 e lim F(x) = lim % f(t)dt =1.

5. Do teorema fundamental do calculo obtemos

1) = WE@.

Exemplo. Suponha que o tempo de vida de um processador € uma variavel aleatoria

X com
1 — ke |.N.,n
0, e x « 0

F (x) = se ¥ = 0

Determinar (a) o valor de k, (b) P(X>2), P(2<X<4)e P(X<-1) e (c) f(x).




Solucéo. (a) Propriedade 3 de F(x): F(0) = 0.
| ' 0§ i [po  Eg - ll-e . % 300
(b)) P(X=2)=1-P(X <2)=1-(1-e")=€¢"' =0,368

PR<X<4)=F@)-FQ)=(1-e)-(-e')=¢" -7 =0233
P(X <-1)=F(-1)=0. 2-

o
(=}

o
o

1.0

f(x)

0.2
0.8
!

0.1

0.6

0.0
F(x) e R(x)

0.4

(c) Propriedade 5 de F(x):

0.0

1 =
\.A.Hv”hmﬂcnvﬂ Mm Nu s€ NNOv > |
“ 0, c.C 0 2 4 6 8

\al _ .

Valor esperado de uma variavel aleatéria. X é uma variavel aleatéria com
funcdo de probabilidade ou fungdo densidade de probabilidade f(x). O valor
esperado (ou esperanca matematica ou média da variavel aleatoria), denotado
por E(X) = ux é definido como

1. X é uma variavel aleatoéria discreta :

Ei) > o0 o

xXeRy

2.X é uma variavel aleatoria continua :

(00)

E(X)= [xf (x)dx,

— 00

supondo que o somatorio e a integral existem.

20




Valor esperado de uma funcao de variavel aleatéria

Y = h(X), sendo h uma funcgao de X.
O valor esperado de h(X) é dado por

1. X é uma variavel aleatoria discreta
BeX) 5 B0 ¢

XeR y
2.X €& uma variavel aleatoria continua

E(X) = Tiiii%

21

i

X é uma variavel aleatoria com fungao de probabilidade ou fungdo densidade de
probabilidade f(x) e com média E(X) = ux.

A variancia de X, denotada por Var(X)= o é definida como o valor esperado
de (X - px)°

1. X é uma variavel aleatoria discreta

o () 6 ) )

XER o

2.X é uma variavel aleatoria continua

Var (X) = TT )2 £ (x)dx .

Desvio padrdo. E a raiz quadrada da variancia:

DE(X)—o, — \Var (X}

22




Exemplo. Suponha que a demanda diaria de uma pega € uma variavel

aleatdria discreta com funcao de probabilidade
w|x x=1234
1) D ed 0

0, c.C

Determinar (a) a demanda esperada e (b) o desvio padrao da demanda.

Solugao. Grafico de f(x).

0.30
|

P(X =x)
0.20 0.25
I I

0.15
I

-

4
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Solucgao. (a) Pela definicdo de valor esperado, temos

2 2 2° 27! 19
E(X)= = e e +4x——=—=21.
(1) RWW\AV 6 6 x 2! 6 x 3! 6 x 4! 9
(b) Far (X )= > (v () f(x) -
b 2 9, 2 19, 2 9, 2 80
e ovxmiw ovx@xm_iw ovx?&_+1 @vxoxﬁ|mi

DP(X)=0, = ,\%m 0,99 .

Grafico de f(x) com p — o, n
euto.

0.30
|

P(X = x)
020 025
| |

0.15

—-
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Moda, mediana e média (VAC)

f(x)

o ‘

f(x)

Moda 7

Mediana

Média
Média 7
Mediana
Moda

Assimetria a direita: Assimetria a esquerda:

Moda < Mediana < Média Moda > Mediana > Média

Simetria: Mediana = Média (se existir).
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Variaveis aleatorias independentes

X e Y sado duas variaveis aleatdrias. Dizemos que X e Y sao
independentes se, e somente se,

P(X<x)N(Y L) =P(X <x)xP(Y <y))
=F,(x)x F,(y), paratodosx e y,

sendo que Fy e F, sdo as FDAsde X e Y.

Em particular, se X e Y sdo duas variaveis aleatérias discretas, X e Y
sao independentes se, e somente se,

PUX —x) (I =1)=P(X —x}-P(F — y) paratodosxecy.

26




Propriedades do valor esperado e da variancia

X e Y sao duas variaveis aleatorias e a e b dois numeros reais.

1l E(a) = a.

2 E(aX )— ab (X )

3. E(aX th)=aFE (X )LD,
+

dB(0 oy GE (X PR (1)

)
5 bar (X | = mﬁkwvlhx.
6. Var(a) =0.
7.Var(aX)=a’Var(X).
8.Se X e Y sdo variaveis aleatorias independen tes, entdo
Var(aX £bY) = a*Var(X) +b*Var(Y).
9.Se X,,---, X, sdo n variaveis independen tes, entdo
Var(X +X, +-- X )=Var(X )+Var{ X, ) +: tVar(X )
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Exemplo. O total de vendas diarias de um empresa que comercializa
equipamentos eletronicos (em dezenas de milhares de R$) é uma variavel
aleatodria com fungao densidade

xlwu se = 3 < d
3
f.(x) — @mx, Se 4. 1y <
0, cC

(a) Para um certo dia, determine a probabilidade de que as vendas da
empresa sejam maiores do que R$ 22.000,00, mas nado ultrapassem
R$ 45.000,00.

(b) A média e o desvio padrao das vendas diarias.

(c) Se o lucro diario é dado pela funcédo Y = 0,2X - 0,5, calcule a média e
o desvio padrao do lucro diario.

28




Solucdo. Denotamos as vendas diarias (em dezenas de milhares de R$)
por X.

Grafico de f(x):

0.6

Densidade
03 04 05
|

0.2
|

0.1

0.0
|

Vendas (10* R$)

(a) Definimos A = {2,2 < X < 4,5} e calculamos

P(4)=P((2,2< X s4,5)= | f(x)dx = [Z2=

1( ¢ A 1 x° y
- |\ =2 9« = 6 = 0,806
w N m N

2.2 4
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(b) Iniciamos calculando

I Hw\@v% - _Axwww% memmxwﬁ ww 3,78

© 4 6
e B(Y%) TN\S&Qu?ﬁ&%ﬁ?ﬁw@%u 133 1489,

x

Logo, 2
D=V (X) = E(X -y = oo

= 50 /81
e o - Tw (X)) - 50 8] -0 736

(c) Definimos Y = 0,2X — 0,5. Das propriedades do valor esperado e da variancia
obtemos E(Y) = E(0,2X - 0,5) = 0,2 E(X) - 0,5 = 0,2 x 34/9 -0,5 = 0,256,

VanY) =Van0,2X —0,5) =0,2*Van( X) =0,2* x(50/81)
=0, =+Van¥)=0,157.
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